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PRE-PRUEBA

Resuelva cada uno de los siguientes ejercicios y escoja la alternativa correcta.

1. La probabilidad que se basa en la frecuencia relativa de un evento se conoce

como probabilidad

a.

b
C.
d

empirica
tedrica
subjetiva

clasica

2. Tres monedas son lanzadas al azar. La probabilidad de que se obtengan

exactamente dos caras es

a.

b
C.
d

1/3
3/8
1/2

2/3

3. SiP(A)= 0.3 y P(B) = 0.4 donde Ay B son eventos mutuamente excluyentes,

entonces la probabilidad de que Ay B ocurran simultaneamente es:

a.

b
C.
d

0
0.12
0.58
0.7

4. SeaP(A) =0.2 y P(B) =0.5, donde Ay B son independientes, entonces

P(AoB)=
a. 0

b. 0.1

c. 0.6
d. 0.7



Utilice la siguiente informacion para contestar las preguntas 5 - 7.

Un lider comunitario desea conocer la opinién de la gente de su comunidad sobre
cierta medida legislativa que se discute en el Senado. La siguiente tabla ilustra
los resultados de una encuesta realizada sobre una muestra representativa de

300 miembros de la comunidad.

A favor | En contra | Neutral | Totales
Hombres 45 15 10 70
Mujeres 90 110 30 230
Totales 135 125 40 300

Si seleccionamos, al azar, a un individuo de la muestra:

5. ¢Cual es la probabilidad de que la persona seleccionada sea hombre y que
esté a favor de la medida legislativa?

oo op

0.3333
0.6429
0.3200
0.1500

6. ¢Cudl es la probabilidad de que la persona seleccionada no sea neutral,

sabiendo que es mujer?

oo op

0.8696
0.7692
0.6667
0.3000

7. ¢Cudl es la probabilidad de que la persona seleccionada esté a favor de la
medida legislativa o sea un hombre?

oo oW

0.6833
0.5333
0.6429
0.6585




Utilice la siguiente informacién para contestar las preguntas 8y 9.

Sea S={a, b, c,d, e, f} el espacio muestral de un experimento. Considere
A={c,d, f} y B={a, b, c, f} dos eventos del anterior espacio muestral.

8. P(AUB) -
a. 2/6
b. s
C. 5/6
d Is
9. P(ANB) -
a. 2/6
b. s
C. 5/6
d Is

10. Un envase contiene 3 canicas rojas, 5 azules y 2 blancas. Las canicas son
todas iguales excepto en el color. Dos canicas son extraidas al azar y sin
reemplazo del envase. La probabilidad de que la segunda canica no sea roja
dado que la primera no fue roja es:

a. Iy
b. "ho
c. %
d. %



OBJETIVOS

Luego de finalizar el estudio de este mddulo estaras capacitado para

1.

2.

11.
12.

distinguir entre probabilidad empirica, tedrica y subjetiva.
determinar el espacio muestral generado en un experimento.
determinar si un evento dado de un espacio muestral es simple o no.
determinar la probabilidad asociada a un evento simple.

determinar la probabilidad asociada al complemento de un evento.
definir y distinguir eventos compuestos.

determinar la probabilidad asociada a un evento compuesto.
definir eventos mutuamente excluyentes y eventos independientes.
distinguir entre eventos dependientes e independientes.

calcular la probabilidad de eventos mutuamente excluyentes y
eventos independientes.

calcular la probabilidad condicional de un evento.

utilizar las reglas de la suma y la multiplicacion para hallar

probabilidades.



JUSTIFICACION

La probabilidad mide la frecuencia con la que se obtiene un resultado (o
conjunto de resultados) al llevar a cabo un experimento aleatorio, del que se
conocen todos los resultados posibles. La teoria de la probabilidad tiene sus
comienzos con los juegos de azar, pero hoy en dia se usa extensamente en areas
como la estadistica, la fisica, la matemética, la ciencia y la filosofia para llegar a

conclusiones sobre la probabilidad de sucesos potenciales.

Este moédulo ha sido disefiado con el propdsito de desarrollar en usted los
conocimientos basicos acerca de conceptos de probabilidad, asi como las destrezas
relacionadas al uso de sus reglas y técnicas de conteo para calcular la probabilidad

de que ocurran eventos.



INTRODUCCION A LA PROBABILIDAD

Un experimento es una situacion que da lugar a uno o varios resultados
identificables. La probabilidad pertenece a la rama de la matematica que estudia
ciertos experimentos llamados aleatorios, o sea, regidos por el azar, en que se
conocen todos los resultados posibles, pero no se tiene la certeza de cudl sera en
particular el resultado del experimento. Por ejemplo, experimentos aleatorios
cotidianos son el lanzamiento de una moneda, el lanzamiento de un dado y la
extraccién de una carta de un paquete de cartas. De aqui en adelante, cada vez

gue decimos experimento nos referimos a un experimento aleatorio.

CONCEPTOS BASICOS

A continuacion les presentamos algunas definiciones de conceptos basicos de
la teoria de la probabilidad.

Evento - Llamamos evento a cualquier conjunto de uno o0 mas resultados u

observaciones de un experimento.

Ejemplo 1: Obtener un 5 al realizar el experimento de lanzar al azar
un dado de seis caras balanceado (todas las caras del dado son

igualmente probables).

De aqui en adelante, de no especificar otro tipo de dado nos referimos a un

dado balanceado.

Para el siguiente ejemplo entendamos que tradicionalmente decimos cara
cuando obtenemos el lado de la moneda americana que contiene la imagen de un

presidente y al otro lado lo llamamos cruz.



Ejemplo 2: Obtener una cara y una cruz en el experimento de lanzar

dos monedas americanas, ambas al azar.

Notemos que se obtiene el 5 en el dado de una sola forma, pero una caray
una cruz en dos monedas hay dos formas distintas de obtenerse (cara-cruz y cruz-
cara). O sea, que en el ejemplo 1 el evento consta de una sola observacion posible

y en el ejemplo 2 el evento consta de dos observaciones posibles.

Evento Simple - Llamamos evento simple a cualquier evento que consta de

un solo resultado u observaciéon de un experimento.

Ejemplo 3: Obtener un 3 al lanzar un dado al azar es un evento

simple pues ocurre de una sola forma.

Ejemplo 4: Obtener un numero impar al lanzar un dado al azar no es
un evento simple pues ocurre de mas de una forma, pues puede

serl,3665.

Espacio Muestral - El espacio muestral de un experimento es el conjunto

gue contiene solamente a todos los eventos simples posibles. De aqui en

adelante utilizaremos la letra S para referirnos al espacio muestral.
Ejemplo 5: Halle el espacio muestral de lanzar al azar un dado.
Respuesta: S = {1, 2, 3,4, 5, 6}

Ejemplo 6: Halle el espacio muestral de lanzar al azar dos monedas

americanas.

Respuesta: S = {(cara-cara), (cara-cruz), (cruz-cara), (cruz-cruz)}



Ejercicios 1:

1. Lanzamos un dado y luego una moneda americana, ambos al azar.
a. Halle el espacio muestral.
b. Determine si cada uno de los siguientes eventos es simple o no.

I. obtener 5 en el dado y cruz en la moneda
il obtener 3 en el dado

iii. obtener cara en la moneda

2. Una pareja planifica tener tres hijos. Considerando sélo el género de éstos:
a. halle el espacio muestral.
b. determine si cada uno de los siguientes eventos es simple o no.

i. obtener un solo varén
il. obtener 3 nifias
iii. obtener un varén como primogénito

iv. obtener todos sus hijos de igual género

NOTACION DE PROBABILIDAD

Antes de seguir profundizando en el campo de la teoria de la probabilidad es

importante presentarles algunas notaciones basicas de la misma. Utilizaremos la

letra P para denotar una probabilidad. Es comun utilizar letras mayusculas como A,

B y C para denotar eventos especificos de un experimento.

probabilidad de que ocurra el evento A lo denotamos como P(A).

Por lo tanto, la



DEFINICIONES DE PROBABILIDAD

La probabilidad de que ocurra un evento se mide por un nimero entre cero y
uno, inclusive. Si un evento nunca ocurre, su probabilidad asociada es cero,
mientras que si ocurriese siempre su probabilidad seria igual a uno. Asi, las
probabilidades suelen venir expresadas como decimales, fracciones o porcentajes.
En el caso de utilizar fracciones para expresar probabilidades, las mismas pueden

ser simplificadas pero no es necesario hacerlo.

Existen diferentes formas para definir la probabilidad de un evento basadas
en formas distintas de calcular o estimar la probabilidad. A continuacion
discutiremos tres diferentes enfoques. Seleccionar uno de los tres enfoques

dependera de la naturaleza del problema.

1. Definicion Clasica de Laplace, “A Priori” o Teoérica

El enfoque clasico o "a priori* para definir la probabilidad es proveniente de
los juegos de azar. Esta definicion es de uso limitado puesto que descansa sobre la
base de las siguientes dos condiciones:

i. El espacio muestral (S) del experimento es finito (su numero total de

elementos es un nimero naturaln =1, 2, 3, ...).

il. Los resultados del espacio muestral deben ser igualmente probables

(tienen la misma posibilidad de ocurrir).

Bajo estas condiciones, suponga que realizamos un experimento. El nUmero
total de elementos del espacio muestral del experimento es denotado como n(S).
Dicho de otro modo, n(S) representa el numero total de eventos simples distintos
posibles al realizar un experimento. Ademas, si A es un evento de este
experimento, el numero total de elementos del espacio muestral contenidos en A es
denotado como n(A). Es decir, n(A) representa el nimero total de formas distintas
en que A puede ocurrir.  Entonces, la probabilidad de que A ocurra la definimos

como
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_ n(A) _ ndmero de formas distintas en que A puede ocurrir
n(S) numero total de eventos simples distintos posibles -

P(A)

A partir de esta definicion las probabilidades de los posibles resultados del

experimento se pueden determinar a priori, es decir, sin realizar el experimento.

Ejemplo 7: Al lanzar un dado al azar, ¢,cual es la probabilidad de obtener un

ndmero par?

Solucién: Suponga que A es el evento de obtener un nimero par al
lanzar un dado al azar. Notemos que S={1, 2, 3, 4, 5, 6} y todos los resultados

igualmente probables. Ademas, A puede ocurrir de tres formas distintas (2, 4 6 6).

Por lo tanto, N(A) =3 y n(S)=6 entonces

_ A
PN =18
_3
P(A) =<
1
P(A) = 5

Ejemplo 8: Si se extrae una carta de un paquete de 52 cartas de las cuales
26 son negras (13 espadas A, 2, 3, ..., 10, J, Q, K); 13 son tréboles); y 26 son rojas
(13 corazones y 13 diamantes), halle la probabilidad de que la carta sea

a. una K.
b. roja.
C. de diamante.

11



Solucién:

a. Suponga que K es el evento de obtener una carta que sea K,

n(K) 4 1
o 1—3 porque el evento de "extraer una K"

P(K) = == =
entonces P(K) nS) 52

consta de 4 de los 52 resultados igualmente probables.

b. Suponga que R es el evento de obtener una carta que sea roja,

26 1
52 = 5 Porque el evento de "extraer una carta roja" consta

de 2 de los 52 resultados igualmente probables.

entonces P(R) =

C. Suponga que D es el evento de obtener una carta que sea de
_ 13 1
diamante, entonces P(D) = 5 = 2 Porque el evento de "extraer una carta

de diamante" consta de 13 de los 52 resultados igualmente probables.

Ejemplo 9:  ¢Cudl es la probabilidad de que en una familia que tiene tres
hijos, haya dos nifias y un nifio, si se considera igualmente probable el nacimiento

de un nifio o nifa?

Soluciéon:  Usando "a" para nifia y "o" para nifio, el espacio muestra es:
S = {aaa, aao, aoa, aoo, oaa, oao, 0oa, 000} porlo que n(S) =8. Definimos el

evento A como que haya dos nifias y un niflo, entonces A = {aao, aoa,0aa} Yy

n(A)
n(A) = 3. Por lo tanto, P(A) = n(S)

P(A) = g
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P(A) = 0.375
P(A) = 37.5%

Bajo las mismas premisas de este ejemplo, podemos concluir que el 37.5%

de las familias que tienen tres hijos, de éstos dos son nifias y uno es nifio.

2. Definicion Empirica, “A Posteriori”, Experimental o de Frecuencia
Relativa

La definicion clasica se ve limitada a situaciones en las que hay un nimero
finito de resultados igualmente probables. Lamentablemente, hay situaciones
practicas que no son de este tipo y la definicion “a priori” no se puede aplicar. Por
ejemplo, si se pregunta por la probabilidad de que un paciente se cure mediante
cierto tratamiento médico, o la probabilidad de que una determinada maquina
produzca articulos defectuosos, entonces no hay forma de introducir resultados
igualmente probables. Para responder a estas preguntas podemos utilizar el
enfoque empirico, en el cual para determinar los valores de probabilidad se requiere
de la observacion y de la recopilacién de datos. La definicibn empirica se basa en la
frecuencia relativa de ocurrencia de un evento con respecto a un gran numero de
repeticiones del experimento. En otras palabras, la definicibn empirica se basa
namero de veces que ocurrié el evento entre el nimero total de repeticiones del
experimento. También se le denomina a posteriori, ya que el resultado se obtiene

después de realizar el experimento un cierto numero grande de veces.

Si queremos conocer la probabilidad del evento A segun este enfoque
realizamos el experimento un gran numero de veces y contamos cuantas veces A

ocurre. Con base en estos resultados reales, P(A) se estima de la siguiente forma:

numero de veces que ocurrid A
nimero de veces que se repitio e experimento

P(A) =

13



Este enfoque de probabilidad no implica ninglin supuesto previo de igualdad

de probabilidades.

Ejemplo 10: Antes de incluir la cobertura para cierto tipo de problema dental
C en pdlizas de seguros médicos para adultos, una compafia de seguros desea
determinar la probabilidad de ocurrencia de esta clase de problemas, para que
pueda fijarse la prima de seguros de acuerdo con esas cifras. Por ello, un
especialista en estadistica recopila datos preguntando a 10,000 adultos que se
encuentran en las categorias de edad apropiadas y encuentra que 100 de ellos han
experimentado el problema dental especifico durante el afio anterior. Segun los
datos recopilados, ¢cudl es la probabilidad de que un adulto tenga este tipo de

problema dental durante el periodo de un afio?

Respuesta: Notemos que el especialista estudia 10,000 adultos para
determinar cuantos de ellos tuvieron el problema dental C en el afio anterior. O sea,
el especialista repitid el experimento de preguntar a un adulto si habia tenido el
problema dental C el afio anterior 10,000 veces y obtuvo 100 repuestas afirmativas a
su pregunta. Por ello, la probabilidad de ocurrencia de C en un adulto durante el

periodo de un afio es

_n©)
P(C) = s

_ 100
P(C) = 10,000
P(C) = 0.01 .
P(C) =1%.
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Ejemplo 11: Se conoce que una moneda esta cargada. Esto significa que
un lado de la moneda se obtiene con mayor frecuencia que el otro dado al lanzarla al
azar un numero grande de veces. Para determinar la probabilidad de que caiga cara
la moneda se lanza 60 veces al aire, de las cuales 24 veces cay0 cara. Si aplicamos
la formula obtenemos:

P(cara) = 24
60
P(cara) = 0.4

P(cara) = 40%

Al calcular probabilidades con este método de frecuencias relativas
obtenemos una aproximaciéon en vez de un valor exacto. A mayor nimero de veces
gue repitamos el experimento, mas cerca estara la aproximacion del valor real. Esta
propiedad se enuncia en forma de teorema, el cual se conoce comunmente como la
ley de los numeros grandes.

Ley de los Numeros Grandes

Conforme un experimento se repite una y otra vez, la probabilidad de
frecuencias relativas de un evento tiende a aproximarse a la probabilidad real.

Cuando se usa la definicibn empirica, es importante tomar en cuenta los
siguientes aspectos:

i. La probabilidad obtenida de esta manera es Unicamente una estimacion del
valor real.

ii. Cuanto mayor sea el numero de repeticiones del experimento, tanto mejor
sera la estimacién de la probabilidad.

iii. La probabilidad es propia de so6lo un conjunto de condiciones idénticas a
aguéllas en las que se obtuvieron los datos, o sea, la validez de emplear esta
definicion depende de que las condiciones en que se realizd el experimento

sean repetidas idénticamente.
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3. Definicion Subjetiva

Esta definicion de probabilidad se diferencia de los dos enfoques
anteriores, debido a que tanto el enfoque clasico como el de frecuencia
relativa producen valores objetivos de probabilidad. El enfoque subjetivo
define la probabilidad de un evento a base del grado de confianza que una
persona tiene de que el evento ocurra, teniendo en cuenta toda la evidencia
qgue tiene disponible, fundamentado en la intuicién, opiniones, creencias
personales y otra informacion indirecta relevante. Debido a que el valor de la
probabilidad es un juicio personal, al enfoque subjetivo se le denomina

también como enfoque personalista.

El enfoque subjetivo no depende de la repetitividad de ningln evento y
permite calcular la probabilidad de sucesos Unicos. Por ejemplo, ¢cual es la
probabilidad de que un edificio colapse ante un terremoto? Este evento
puede que ocurra 0 gque nunca ocurra, pero es logico pensar que no
podemos repetir los terremotos un numero grande de veces y contar el
namero de veces que el edificio colapsa para calcular esa probabilidad. Sin
embargo, un especialista en el area puede asignar una probabilidad basada

en su juicio de toda la informacion relevante a la que pueda tener acceso.

Ejemplo 12: Un analista deportivo afirma que Estados Unidos tiene una
probabilidad de 90% de ganar la medalla de oro en baloncesto en las proximas
olimpiadas. Notemos que esta probabilidad estd basada en la confianza que el
analista tiene de que el evento ocurra, con base en toda la evidencia que tiene

disponible.

Ejemplo 13: Un paciente le pregunta a su cardidlogo sobre cuanta
probabilidad tiene de salir exitosa la operacién de corazén abierto que le dijo que
tenia que realizarle. Basado en el conocimiento de su condicidn y la experiencia
obtenida al trabajar casos similares, el médico le contesté que tenia un 85% de

probabilidad de que la operacion sea un éxito.
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Ejercicios 2: A. Escoge la respuesta correcta:

1. La probabilidad de que terminen las negociaciones en un conflicto laboral en

los préximos dos dias es baja. Esto es un ejemplo de probabilidad

a. clasica
b. empirica
C. subjetiva
2. En una compainiia que produce tornillos se toman 1,000 de ellos para probar

su calidad. Se encontr6é que 7 estaban defectuosos. Por lo tanto, la probabilidad de

comprar uno de los tornillos que esta compafia produce y que el mismo esté

7
defectuoso es ——. Esto es un ejemplo de probabilidad

1,000°
a. clasica
b. empirica
C. subjetiva
3. Hay seis participantes en una competencia de canto. A cada uno de ellos se

le asigna un numero diferente del 1 al 6. Se lanza un dado y el nUmero que se

obtenga decide el primer participante para cantar. La probabilidad de que el

1
participante niamero 4 sea el primero en cantar es . Esto es un ejemplo de

6
probabilidad
a. clasica
b. empirica
C. subjetiva 6
4. A una profesora universitaria le pregunta uno de sus estudiantes la

probabilidad de que él apruebe su curso. La profesora le contestdo que un 50%.

Esto es un ejemplo de probabilidad

a. clasica
b. empirica
C. subjetiva
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B. Conteste:

1. Si usted es una de 7 personas de las cuales seleccionaran una al azar y todas
las personas tienen igual probabilidad de ser seleccionada, ¢ cual es la probabilidad
de que usted sea seleccionada?

2. En un envase hay 2 canicas rojas, 4 negras y 5 blancas. Si seleccionamos al

azar una de estas canicas, ¢cual es la probabilidad de que la canica sea negra?

De aqui en adelante nos vamos a concentrar en la probabilidad clasica por lo
gue vamos a presumir, aunque no esté explicito, que el espacio muestral es finito y

todos los eventos simples del espacio muestral son igualmente probables.

REGLAS DE PROBABILIDAD

Dado cualquier evento imaginable, puede ocurrir una de tres cosas:

1. es imposible que ocurra.
2. es cierto que ocurre.
3. la certeza de que ocurra esta en un punto intermedio.

Por lo tanto, podemos deducir lo siguiente:

1. La probabilidad de un evento imposible es O.
2. La probabilidad de un evento que ocurrira de seguro es 1.
3. Para cualquier evento A, la probabilidad de que A ocurra se

encuentra entre 0y 1, inclusive. Es decir, 0 < P(A) <1,

18



Ejemplo 14: Al lanzar un dado al azar, la probabilidad de obtener un 7 es 0.
Notemos que es imposible que ocurra este evento pues los resultados posibles son
1,2,3,4,5y6.

Ejemplo 15: Al lanzar un dado al azar, la probabilidad de obtener un nimero
menor que 7 es 1. Notemos que este evento ocurrira de seguro pues todos los

numeros posibles son menores de 7.

Considerando todo lo discutido anteriormente, podemos deducir que la

probabilidad de un evento vacio es 0, ya que no tiene posibilidad de que ocurra. Al

evento vacio lo denotamos como ¢ O {} (igual a la notacién utilizada para el

conjunto nulo o vacio). Ademds, la probabilidad del espacio muestral S es 1, ya

gue tiene todas las posibilidades de ocurrir. Es decir que,

P(¢) =0 y P(S) =1,

EVENTOS COMPUESTOS

Los eventos compuestos se forman combinando dos o mas eventos
simples. A continuacion discutiremos tres operaciones basicas con conjuntos que

generan eventos compuestos.
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Definicion:

Sean A y B dos eventos de un mismo espacio muestral S, entonces:

1. La union de A y B, denotada por AU B, es el evento que retne

todos los elementos de A con los elementos de B (evitando la duplicidad de

elementos). Es decir,

AUB={x|xe A o xe B}

Dicho de otro modo, AU B es el conjunto de todos los elementos que estan en A,
estan en B o estan en ambos conjuntos. Por lo tanto, la probabilidad de que

ocurra A, de que ocurra B o de que ocurran ambos simultdneamente es denotada

por P(AUB) o P(AoB),

Ejemplo 16:  En un grupo de 10 estudiantes universitarios hay 3 que toman
un curso de inglés, 4 que toman un curso de matematicas y 2 que toman ambos
cursos. Halle la probabilidad de que al seleccionar uno de estos estudiantes al azar,

el mismo tome el curso de inglés o el curso de matematicas.

Solucion:  De los 10 estudiantes hay 2 que toman ambos cursos. Por lo
tanto cuando nos dicen que 3 estudiantes toman el curso de inglés son éstos 2 y
otro mas. Ademas, cuando nos dicen que 4 que toman un curso de matematicas
son éstos 2 y otro 2 mas. Por lo tanto, el numero total de estudiantes que toman el
curso de inglés o el curso de matematicas son los 2 que toman ambos cursos, el otro

gue toma inglés y los otros 2 que toman mateméticas. Por lo tanto,

P(inglés o matemaéticas) = % =05,
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2. Lainterseccién de A y B, denotada por AN B, es el evento que

reune todos los elementos comunes que pertenecen a ambos conjuntos. Es decir,
ANB={x|xe Ay xe B},

Dicho de otro modo, ANB son todos los elementos que estan en Ay

también estdn en B. Por lo tanto, la probabilidad de que ocurran A y B

simultdneamente es denotada por P(ANB) o P(AyB).

Ejemplo 17: Del ejemplo anterior, halle la probabilidad de que el
estudiante seleccionado sea uno que tome el curso de inglés y el curso de

matematicas.

Solucion:  De los 10 estudiantes hay 2 que toman ambos cursos. Por lo

tanto, P(inglésy matematicas) = % =02,

3. El complemento de A, denotado por A (o por A, es el evento que

retne todos los elementos de S que no estan en A. Es decir, A ocurre cuando A

no ocurre Yy viceversa. Utilizando la notacion de conjuntos, definimos

A ={x|xe Sy x¢ AA . Porlotanto, la probabilidad de que no ocurra A es la

misma que la probabilidad de que ocurra su complemento y es denotada por
P(A).
Ejemplo 18: Un grupo de 30 personas se dividen en 8 hombres, 12

mujeres, 7 nifos y 3 ninas. Halle la probabilidad de que al seleccionar una de estas

personas al azar, ésta no sea nifio.
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Solucién:  De las 30 personas, 7 son nifios y por lo tanto, 23 no son nifios.

P(nino) = —
Entonces, (nifio) 0"

DIAGRAMAS DE VENN

Una de las graficas mas utilizadas para representar eventos compuestos y
gue facilita la interpretaciéon y el calculo de probabilidades es el diagrama de Venn.
Los diagramas de Venn son gréficas pictdricas en las que comiunmente se utiliza un
rectangulo para representar al espacio muestral (S) y circulos dentro del rectangulo
para representar los eventos. En ocasiones, los elementos de cada evento se
insertan dentro del evento a que pertenecen y en otras ocasiones lo que se inserta

dentro del evento es su probabilidad.

Ejemplo 19: Considere el siguiente diagrama de Venn y determine los

eventos compuestos indicados. =
a. AUB
b. ANB
c. A
_ 3
d. B

Respuesta: Notemos que S={1,2,3,4,5, 6}, entonces
a. AUB = {1, 2, 4, 5}
b. ANB = {2}

C. A = {3, 4,5,6}

d. B =1{1386
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Ejemplo 20: SeaS={1,2,3,4,5,6,7,8},A={23,5 7ty B={1,2,4,5,7}.

Halle las siguientes probabilidades:

a. P(AUB) b. P(ANB)
C. P(K) d. P(E)
e. P(AUB) f P(AUB)

Respuesta: Utilicemos el siguiente diagrama de Venn.

a.  AUB =1{1,23,4,57, S
6
por lo tanto, P(AUB) = 8" 0.75
b. AﬂB :{2’ 5, 7},
3 8
por lo tanto, P(ANB) = 5= 0.375
A — 4
C. A = {1,468}, porlotanto, P(A) =g 0.5
=y = 3
d. B ={36,8, porlotanto, P(B) = 3 0.375

- 2
e. AUB = {6, 8}, porlotanto, P(AUB) = i 0.25

S

f. AUB = {1, 3, 4, 6,8}, porlotanto, P(AUB) = 8" 0.625
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Ejemplo 21: Sea Sel espacio muestral donde P(A)=03, PB)= 04 vy

P(ANB) =0.1. Hallelas siguientes probabilidades:
a  P(AUB) b, P(A)

c. P(B) d. P(ANB)

Respuesta: Utilicemos el siguiente diagrama de Venn. Notemos que la

region donde Ay B ocurren simultaneamente tiene S
probabilidad 0.1. Ademas observemos que P(A) = 0.3

es igual a la suma de las probabilidades dentro del

circulo que representa el evento A, es decir, 04

P(A) =0.2 + 0.1. De manera similar, P(B) = 0.3 + 0.1.

Por otro lado, notemos que probabilidad de que ocurra Ay no ocurra B es la
diferencia 0.3 -0.1, es decir, 0.2. Es por esto que insertamos 0.2 dentro de Ay
fuera de B. Ademas, la probabilidad de que ocurra B y no ocurra A es la diferencia
0.4 -0.1, esdecir, 0.3. Es por esto que insertamos 0.3 dentro de B y fuera de A.

como P(S) =1, entonces la probabilidad de que no ocurra Ay no ocurra B tiene

queser 0.4 (1-0.2-0.1-0.3=0.4). Es por esto que insertamos 0.4 fuera de A

y fuera de B. Entonces tenemos que:

a. P(AUB) es la probabilidad de que ocurra A, ocurra B o ambos,

por lo tanto, P(AUB) =0.2+ 0.1+ 0.3=0.6

b. P(K) es la probabilidad de que A no ocurra, por lo tanto,
P(A)=03+04=07.

C. P(E) es la probabilidad de que B no ocurra, por lo tanto,

P(B)=02+04=0.6.
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d. P(AN E) es la probabilidad de que ocurra A y no ocurra B, porlo
tanto, P(ANB) = 0.2

Ejercicios 3:
1. Si lanzamos dos dados al azar, uno rojo y uno blanco, halle la probabilidad
de que:

a. la suma de ambos dados sea 7.

b. la suma de ambos dados no sea 6.

C. la suma de ambos dados sea2 6 10.

d. se obtenga el mismo namero en ambos dados.

e. lo obtenido en el dado rojo sea mayor que lo obtenido en el dado

blanco.

2. Sea S={a,e, i,o,u}, A={e,o,u} y B={a,u}. Halle:

a.

b.

P(AUB)
P(ANB)
P(A)
P(B)
P(AUB)

3. Considere el espacio muestral S donde P(A)=0.5, PB)= 04 vy
P(ANB) = 0.3. Halle:

a.

b.

P(AUB)
P(A)

P(AUB)
P(ANB)
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REGLA DE LA SUMA

La regla de la suma es un método para calcular probabilidades que pueden

expresarse de la forma P(Ao B) o P(AU B), esdecir, la probabilidad de que

A ocurra o de que ocurra B (o de que ambos ocurran). Para calcular la probabilidad
de que ocurra el evento A o el evento B, primero debemos determinar de cuantas
formas distintas A ocurre y de cuantas formas distintas B ocurre, pero al computar

el nimero total de formas no podemos contar un mismo resultado mas de una vez.

La palabra clave es “0”. En el desarrollo de este médulo usaremos el “0”

inclusivo, que significa: uno o el otro 0 ambos.

Regla de la Suma

Sean A y B dos eventos de un mismo espacio muestral S, entonces
P(Ao B)=P(A) + P(B) - P(Ay B)

donde P(A'Y B) denota la probabilidad de que Ay B ocurran al

mismo tiempo.

En la notacién de conjuntos, la regla de la suma es:

P(AU B) =P(A) + P(B) - P(AN B).

Ejemplo 22: A Una companiia le administra un examen a un grupo de 40 de
sus empleados, que aspiran a cierta posicioén, para cualificarlos. La siguiente tabla

resume los resultados divididos por género:

Masculino (M) | Femenino (F)
Positivo 7 2
Negativo 18 13
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Si uno de estos empleados es seleccionado al azar, halle la probabilidad de que:
a. sea masculino o aprobo6 el examen

b.. sea femenino o fracaso6

Respuesta: Utilizando la regla de la suma, tenemos que:
a. P(M o aprobo) = P (M) + P(aprobo) — P(M y aprobd)
25 9 7 27

— 4+ -
40 40 40 40

b. P(F o fracas6) = P(F) + P(fracas6) — P(F y fracaso)
15,3 1333
~ 40 40 40 40
Definicién:

Sean A y B dos eventos de un mismo espacio muestral S. Decimos

gue A y B son eventos mutuamente excluyentes si no pueden ocurrir

simultaneamente, es deci, AN B =@ . Por lo tanto, si Ay B son eventos

mutuamente excluyentes, entonces P(ANB) =0,

Ejemplo 23: En el experimento de lanzar un dado al azar, el espacio muestral
es S=1{1,23,4,56}. Si A eseleventode obtener un niumero pary B es el
evento de obtener un numero impar, entonces A y B son eventos mutuamente
excluyentes pues no pueden ocurrir simultineamente ( si uno ocurre el otro no

puede ocurrir).

La regla de la suma ya discutida establece que

P(AU B) = P(A) + P(B) — P(ANB) .
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Sin embargo, si A y B son eventos mutuamente excluyentes, entonces la regla

de la suma sera: P(AU B) = P(A) + P(B)
yaque P(ANB) =0,

Claramente un evento cualquiera A y su complemento A son mutuamente

excluyentes. Ademas, en todo experimento uno de ellos ocurre. Esto es debido

que o A ocurre o A no ocurre (lo que implica que A ocurre). Entonces tenemos

que:

P(AU A) = P(A) + P(A) =1,

Este resultado de la regla de la suma da lugar a las siguientes tres formas

equivalentes:
1. PA)+PA=1
2. P(A) =1-P(A)

3. P(A) =1-P(A)

Ejemplo 24: Una compaiiia que produce radios sabe que el 2.5% de los
radios que produce salen defectuosos. Si seleccionamos al azar uno de estos

radios, ¢ cudl es la probabilidad de que el radio no esté defectuoso?

Respuesta: Sea D el evento de que salga defectuoso. Notemos que su

complemento D sera que no salga defectuoso. Como 2.5% = 0.025, entonces
P(D) =1- P(D)

P(D) =1- 0.025=0.975
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PROBABILIDAD CONDICIONAL

Ahora consideraremos el principio de que la probabilidad de un evento suele
afectarse por el conocimiento previo de las circunstancias. Por ejemplo, si
seleccionamos una persona al azar de la poblacion de Puerto Rico, la probabilidad
de obtener un vardon es cercana a 50%, pero si usted ya sabe que ademas la
persona a seleccionar es fanatica del hipismo, entonces la probabilidad de obtener
varén aumenta drasticamente ya que cerca del 90% de los fanaticos del hipismo son

varones.

Definicion:

La probabilidad condicional de un evento B es la probabilidad de que B
ocurra cuando ya sabemos que otro evento A ocurrio. Esta probabilidad se denota
P(B | A) y la leemos “la probabilidad de B dado A”.

Ejemplo 25: Al lanzar un dado, halle la probabilidad de obtener:

el nimero 4 dado que se obtuvo un namero par.

b. un namero impar dado que se obtuvo un nimero menor que 6.

Respuesta: Utilizando la probabilidad condicional, tenemos lo siguiente:
a. Sabemos que se obtuvo un nimero par, por lo que hay 3

posibles resultados: 2, 4 6 6, de los cuales en s6lo uno de ellos

1
ocurre el 4. Por lo tanto, P(4 | par) = 3
b. Sabemos que se obtuvo un nidmero menor que 6, por lo que hay

5 posibles resultados: 1, 2, 3, 4 6 5, de los cuales en tres de

ellos obtenemos un namero impar. Por lo tanto,

3

P(impar | menor que 6) = 5 -
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Regla de la Probabilidad Condicional

Sean A y B dos eventos de un mismo espacio muestral S, entonces:

P(ANB) _ P(AyB)

P(A|B) = P(B) P(B) donde P(B)>0
y
pB|A=TBOA _PEYA g pays0

P(A) P(A)

Ejemplo 26: ¢Cual es la probabilidad de que una carta de pdker escogida al

azar de un paquete completo de cartas sea un as, sabiendo que, la carta es roja?

Respuesta: Las cartas de pdker son 52. Estas se componen de 26 cartas
rojas y 26 cartas negras. Ademas, las 26 cartas rojas se dividen en 13 cartas de
corazones (¥) y 13 de diamantes (#). Las 26 cartas negras se dividen en 13 cartas
de espada (M) y 13 de trébol (). Cada uno de los grupos de 13 cartas tiene una

carta de cada uno de los siguientes caracteres A, 1, 2, ..., 10, J, Q, K. Entonces

P(as|roja) = P(as y.rOJa)
P(roja)
2
P(as|roja) = g—é
52
P(as|roja) = 15_2 = i
52 26 13
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Ejemplo 27: De un total de 14 musicos hay 4 que tocan el cuatro, 7 que
tocan guitarra y 3 que tocan ambos instrumentos. Si seleccionamos al azar uno de

estos musicos, halle la probabilidad de que toque el cuatro dado que toca guitarra.

Respuesta: Utilicemos el siguiente diagrama de Venn. Utilicemos C para
representar el evento de obtener un cuatrista y G para representar el evento de
obtener un guitarrista. Como hay 3 musicos que tocan ambos instrumentos,
entonces en la interseccion de Cy G hay 3 elementos. Ahora, hay 4 muasicos que
tocan el cuatro de los cuales ya tenemos contados 3 (los que tocan ambos
instrumentos), por lo queda 1 que es un elemento de C pero no de G. Ademas, hay
7 musicos que tocan la guitarra de los cuales ya tenemos contados 3 (los que tocan
ambos instrumentos), por lo que quedan 4, los cuales son elementos de G pero no

de C. Finalmente nos quedan 6 muasicos que no tocan cuatro ni guitarra.

Recuerde que P(C y G) es la probabilidad

de obtener un musico que toque cuatro y guitarra, S
3
por lo tanto, P(C y G) = 14 - Porotro lado, P(G)
es la probabilidad de obtener un musico que toque
7
guitarra, por lo tanto, P(G) = VR 6
Utilizando la regla de probabilidad condicional tenemos que:
PCyG
P(C|G) = PCyG)
P(G)
3
P(C|G) ==&
7
14
3 14 3
PCIG)=— — ==
14 7 7
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Casos Especiales de la Probabilidad Condicional

1. Una vez un evento A ya ha ocurrido, es seguro que A ocurra:

P(AnA) _P(A _1

PN TR

2. Cuando A y B son mutuamente excluyentes, una vez ha ocurrido A,

es imposible que B ocurra:

P(AnB
pBA="ANE) 0 _
P(A)  P(A)
Ejercicios 4:
1. Un envase contiene 3 fichas negras, 2 fichas azules y 5 fichas rojas.

Las fichas son todas iguales excepto en el color. Si seleccionamos una ficha de
estas fichas al azar, halle la probabilidad de que la ficha

a. seanegrao roja

b. no sea negra.

c. sea azul dado que es roja.

d

sea negra dado que es negra.

2. A un total de 50 trabajadores se les pregunté si trabajaban para alguna
agencia de gobierno o para la empresa privada. La siguiente tabla muestra los

resultados divididos por el area de residencia (area metro o isla).

Metro Isla
Gobierno 11 18
Empresa Privada 14 7
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Si seleccionamos una de estas personas al azar, halle la probabilidad de que la

persona
a. trabaje parala empresa privada o viva en area metro.
b. trabaje para el gobierno o viva en area isla.
c. trabaje para la empresa privada dado que vive en area isla.
d. trabaje para el gobierno dado que vive en area metro.
€. noviva en area isla.
3. Si seleccionamos una carta al azar de un paquete completo de cartas de

poker, halle la probabilidad de que la carta sea

a. de diamante o sea una J.

b. un2oseaunas.

c. de corazdén dado que es K.

d. K dado que es de corazén.

e. Q dado que no es espada.

f. de diamante dado que no es 3.

g. una K dado que es un 10.

4, Una nutricionista pregunto a 30 de sus clientes si consumian frutas y
vegetales en su dieta diaria. Encontro que 15 consumen frutas, 8 consumen
vegetales y 6 consumen ambos grupos alimenticios en su dieta diaria. Si
seleccionamos al azar una de estas personas, halle la probabilidad de que en su

dieta diaria consuma

frutas o vegetales.
vegetales dado que consume frutas.

frutas dado que no consume vegetales.

a0 o p

ni frutas ni vegetales
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REGLA DE LA MULTIPLICACION

Ya presentamos la regla de la suma que se utiliza para calcular

P(Ao B) o P(AU B). Anhora discutiremos la regla de la multiplicacién, la cual

nos provee un método para calcular probabilidades que pueden expresarse de la

forma P(Ay B) o P(AN B). Esdecir, la probabilidad de que A ocurra 'y de

gue ocurra B al mismo tiempo. Para calcular la probabilidad de que ocurra el evento
Ay el evento B al mismo tiempo, primero debemos determinar de cuantas formas
distintas A ocurre y luego determinar de cuantas formas distintas B ocurre, dado
gue ya ocurrio A. Otra forma de hacerlo es, primero determinar de cuantas formas
distintas B ocurre y luego determinar de cuantas formas distintas A ocurre, dado

que ya ocurrio B.

Regla de la Multiplicacion

Sean A y B dos eventos de un mismo espacio muestral S, entonces
P(ANB)=P(AyB)=P(A)-P(B|A

P(AnB) = P(Ay B) = P(B)-P(A|B)

Ejemplo 28: En un grupo de 25 personas hay 16 de ellas casadas y 9
solteras. ¢Cual es la probabilidad de que si dos de estas personas son

seleccionadas aleatoriamente sean ambas casadas?

Respuesta: Notemos que al seleccionar la primera persona, la probabilidad

16

de que sea casada es o5 - Pero al seleccionar la segunda persona quedan 24

posibles ya que una ha sido seleccionada. Ahora dado que la primera persona
seleccionada es casada, entonces quedan 15 casadas posibles para la segunda



seleccion. Por lo tanto, la probabilidad de que la segunda sea casada dado que la

15

primera fue casada es PYR Luego, utilizando la regla de la multiplicacién, tenemos

que:
P(lraseacasada y 2da sea casada) = P(1ra sea casada) - P(2da sea casada | 1ra sea casada)

16 15 2
25 24 5

Definicion:
Sean A y B dos eventos de un mismo espacio muestral S. Decimos
que A y B son eventos independientes siy sélo si la probabilidad de que uno de
ellos ocurra no es afectada por la ocurrencia del otro. Si los eventos Ay B no son

independientes, se dice que son dependientes.

La anterior definicion tiene las siguientes implicaciones:

1. Si A y B son eventos independientes, entonces
P(AIB) = P(A) y P(B|A) =P(B).

Esto dice que la probabilidad de que A ocurra dado que B
ocurrié es la misma que tiene A antes de B ocurrir. Por otro
lado, la probabilidad de que B ocurra dado que A ocurrio es la

misma que tiene B antes de A ocurrir.

2. Si A y B son eventos independientes, entonces
P(Ay B) = P(A)-P(B|A)
= P(A)-P(B)
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Esto dice que la probabilidad de que A y B ocurran al mismo

tiempo es el producto de sus probabilidades.

3. si P(AyB)= P(A)-P(B), entonces A y B son eventos

independientes.

Ejemplo 29: Una caja contiene 5 canicas verdes, 2 azules y 3 rojas. Si
escogemos dos canicas al azar ( una primero y luego la otra) de esta caja, halle la
probabilidad de que ninguna de ellas sea roja:

a. conreemplazo (echando a la caja la primera canica antes de la

segunda seleccidn). ¢Son los eventos independientes o dependientes?

b. sinreemplazo (la primera canica queda fuera de la caja para la

segunda seleccidn). ¢Son los eventos independientes o dependientes?

Respuesta:

. . 7
a. Notemos que: P(primerano searoja) = 10 Y como volvemos a echar

a la caja la primera canica, para la segunda seleccién hay el mismo niumero de

. . . 7
canicas en la caja. Por lo tanto, P(segundano searoja | primerano fueroja ) = Ik

Esto dice que los eventos son independientes porque uno no afecta la probabilidad

de que el otro ocurra. Entonces

P(ambas no seanrojas) = P(primerano searoja y segundano searoja)

= P(primerano searoja)- P(segundano searoja | primera no fue roja)
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. . 7
b. Notemos que: P(primera no searoja) = 10 Y comono volvemos a
echar a la caja la primera canica, para la segunda seleccion hay una canica menos
_ . . . 6 .
en la caja. Porlotanto, P(segundanosearoja | primerano fueroja ) = o - Esto dice

gue los eventos son dependientes porque uno afecta la probabilidad de que el otro

ocurra. Entonces

P(ambas no seanrojas) = P(primerano searoja y segundano searoja)

= P(primerano searoja)- P(segundano searoja | primerano fue roja)

g|R B~
©olo

Gl ~

Ejercicio 5:

Se realiza un sorteo de una estufa y una nevera, en este orden, entre 10

mujeres y 10 hombres participantes.

a. Si una misma persona puede ganarse ambos premios, halle la
probabilidad de que ambos enseres se los gane una mujer. ¢,Son los

eventos independientes o dependientes?

b. Si una misma persona no puede ganarse ambos premios, halle la
probabilidad de que de que ambos enseres se los gane una mujer. ¢Son los

eventos independientes o dependientes?
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RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS

Ejercicios 1:
1. a. S = {(1-cara), (2-cara), (3-cara), (4-cara), (5-cara), (6-cara),
(1-cruz), (2-cruz), (3-cruz), (4-cruz), (5-cruz), (6-cruz)}
b. i. simple
il no es simple

iii. no es simple

2. a. S = {FFF, FFM, FMF, FMM, MFF, MFM, MMF, MMM}

b. I. no es simple
il. simple
iii. no es simple
V. no es simple
Ejercicios 2:
A. 1. c 2. b 3. a 4. ¢
B 1 1 2 i
' | 7 | 11
Ejercicios 3:
6_1 31
Loa 376 b 36
4_1 6_1
“ 3% 9 d 3% 6
5_5
© 3 12
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4 1
2. a 5 b. 5
2 3
C 5 d 5
1
e. 5
3 a. 06 0.5
c 0.9 0.7
Ejercicios 4:
8_4 !
L a 3575 b 10
c. O d
32 _16 36 _18
2. & 55T b 5725
e 1
¢ 25 d- 25
»S_1
¢ 5 2
16 _4 8_2
3. a HT b 5713
1 1
C. 2 d- 13
3 1 12 1
€. G-~ 15 f. 2=
39 13 48 4
g O



Ejercicio 5:

a.

10
20

10
20

b 3
" 15
13
d. 20

Los eventos son independientes.

Los eventos son dependientes.

alN
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POS-PRUEBA

Resuelva cada uno de los siguientes ejercicios y escoja la alternativa correcta.

1. La probabilidad que se basa en el juicio personal de los hechos relevantes se

conoce como probabilidad

a.

b
C.
d

empirica
tedrica
clasica

subjetiva

2. Tres monedas son lanzadas al azar. La probabilidad de que se obtengan

exactamente una cara es

3. SiP(A)= 0.2y P(B) = 0.4 donde Ay B son eventos mutuamente excluyentes,

entonces la probabilidad de que A y B ocurran simultdneamente es:

a.

b
C.
d

0
0.08
0.52
0.6

4. SeaP(A) =0.4 y P(B)=0.5, donde Ay B son independientes, entonces

P(AoB) =
a. 0

b. 0.2
C. 0.7
d 0.9
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Utilice la siguiente informacion para contestar las preguntas 5 - 7.

Una compafiia encuesta anénimamente a 100 de sus empleados preguntandoles
si son fumadores o no y si toman alcohol o no. La siguiente tabla ilustra los

resultados de una encuesta realizada a esta muestra.

Fumador | No Fumador | Totales
Toma Alcohol 25 40 65
No Toma Alcohol 5 30 35
Totales 30 70 100

Si seleccionamos, al azar, a un individuo de la muestra:

5. ¢Cual es la probabilidad de que la persona seleccionada sea fumador y que no

tome alcohol?

a. 0.0500
b. 0.1429
c. 0.1667
d. 0.2000

6. ¢Cudl es la probabilidad de que la persona seleccionada no sea fumador

sabiendo que toma alcohol?

a. 0.4000
b. 0.5714
c. 0.6154
d. 0.7000

7. ¢Cudl es la probabilidad de que la persona seleccionada tome alcohol o no sea

fumador?

a. 0.4000
b. 05714
c. 0.6154
d. 0.9500
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8.

9.

10.

Utilice la siguiente informacién para contestar las preguntas 8y 9.

Sea S={a, e, i, 0, u} el espacio muestral de un experimento. Considere
A={e, 0} y B={a, 0, u} dos eventos del espacio muestral anterior.

P(AUB) -
a s

b 3/5

c. s

d 1
P(ANB) -
a s

b 2/5

c. s

d 1

Un envase contiene 3 canicas rojas, 5 azules y 2 blancas. Las canicas son
todas iguales excepto en el color. Dos canicas son extraidas al azar y sin
reemplazo del envase. La probabilidad de que la segunda canica no sea
blanca dado que la primera no fue blanca es:

a. 'lo
b 7/ 9
c. %ho
d 8/ 9
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RESPUESTAS DE LA PRE-PRUEBA

1. a 6 a
2. b 7 b
3. a 8 (o
4., cC 9 a
5. d 10. c
RESPUESTAS DE LA POS-PRUEBA

1. d 6 (o
2. b 7 d
3. a 8 C
4., cC 9 a
5. a 10. b
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